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Abstrakt

Tento prispévek si klade za cil prezentovat vysledky Specifického vyzkumu
provadéného na Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity, ktery se zaméruje na zpUsob,
jakym Zaci niiSiho stupné viceletého gymndzia chdpou a vnimaji matematicky pojem
nekonecno. Sbér dat byl realizovdn metodou pozorovani a rozhovoru na workshopu, v rdmci
kterého zaci samostatné resili tlohy tykajici se pojmu nekonecna. Vyzkumny vzorek tvofilo 16
zak( ve véku 11 az 14 let. Ze zjisténi vyplynulo, Ze kazdy ze zucastnénych zakl se s pojmem
nekonecna jiz nékdy setkal. Lze tvrdit, Ze u vétsiny z nich prevlada potencialni chapani pojmu
nekonecna.

Klicova slova: nadani Zaci, viceleté gymndzium, nekonecno
Abstract

This post aims to present the results of specific research conducted at the Faculty
of Education of Masaryk University, focusing on how lower-grade students of a multi-year
gymnasium understand and perceive the mathematical concept of infinity. Data collection
was carried out through observation and interviews during a workshop in which students
independently solved tasks related to infinity. The research sample consisted of 16 students
aged 11 to 14 vyears. The findings indicate that each of the participating students has
encountered the issue of infinity at some point. It can be argued that, for the majority of them,
there is a prevailing potential understanding of infinity.

Key words: gifted students, multi-year gymnasium, infinity.
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Uvod

Tento ¢lanek navazuje na specificky vyzkum, ktery vznikl na Masarykové univerzité
v rdmci projektu "Rozvoj védeckého mysleni: Podpora studentskych aktivit tfi profesnich
mikrospolecenstvi" ¢islo MUNI/A/1435/2022, podporeného z prostfedkd ucelové podpory
na specificky vysokoskolsky vyzkum, kterou poskytlo MSMT v roce 2022. Specificky vyzkum byl
zaméren na prozkoumani pohledu nadanych zakl na pojem nekonecna v matematice pod
vedenim Petry Buskové a Jany Veseldkové.

Matematika jako samostatna véda prosSla od svého vzniku az do dnesnich
dnl dlouhou cestu. Na své cesté zazila vzestupy i krize. A pravé historie matematiky nds udi,
Ze kde se pfi jejim vyvoji objevily potize s pfijetim ¢i porozuménim danych témat, ¢i myslenek
tam je mlGzZeme ocekavat i ve Skolské matematice. Jinak tomu neni ani u jednoho z kli¢ovych
pojm0 matematiky — u nekonecna. O tom, Ze se jednd o narocnou myslenku, svédcii historicky
vyvoj a pribéhy svétovych matematik(, mezi které patfi i pfibéh némeckého matematika
Georga Cantora a také jakysi filozoficky presah pojmu nekoneéna. Jednou z oblasti dnesni
matematiky je i teorie mnozin?, kterd se zabyva z velké ¢asti uréitym poéitdnim s nekoneénem.
Z4aci na zékladnich $kolach se s ni, ani s konceptem nekoneéna, do hloubky nesetkdvaji. To viak
neznamena, Ze by se Zaci nesetkali ani s pojmem nekonecna, pravé naopak. Mnoho témat
matematiky na uUrovni zakladnich Skol se nekonecna dotykd, zejména v geometrii, ale i
v nékterych algebraickych Ulohach, dlohach s presahem do fyziky, ¢i u Uloh zahrnujicich pocet
pravdépodobnosti nebo posloupnosti. A pravé pfi takovych ulohdch se v heterogennich
kolektivech v tfidach na zakladnich Skolach s pojmem nekonecna setkaji i Zaci nadani. A jelikoz
toto téma, ma-li byt jeho koncept vytvaren korektné, vyzaduje opravdu vysokou miru
abstrakce, cilovou skupinou naseho kvalitativniho Setfeni jsou pravé Zaci nadani.

Pro¢ nekonecno?

Jak uz jsme zminovali v Uvodu c¢lanku, pojem nekonecno je nedilnou soucasti
matematiky, a to se projevuje uz i v matematice skolské, i kdyz Rdmcovy vzdélavaci program
pro zakladni vzdélavani (dale v textu jen RVP ZV) (2021) pojem nekonecno pfimo nezminuje.
Jak uvadi Kufina a Vondrova (2022) ve své publikaci 15 pohled( na skolskou matematiku,
koncept pojmu nekonecno lze u Zakd rozvijet jiz od zakladnich skol napfiklad na tématech
z geometrie Ci aritmetiky. DlleZitou myslenkou je také samotny fakt, Ze pfirozena Cisla, jakozto
zakladni pojem matematiky, vytvari mnozinu nekonecnou. Jak vidime, tématu nekonecna se
sice Ize na zadkladni Skole vyhybat, ne vSak zcela Uplné vyhnout. Jak ale tomuto tématu rozumi
samotni Zaci? Odpovéd na tuto otazku nam pfinasi rozsahla studie z Finska, ve které kolektiv
autord Hannula et al. (2006) provedl! Setfeni ohledné porozuméni zakd konceptu nekonecna

1 v Cesku se teorii mnoZin vyznamné zabyvali napfiklad i profesor Petr Vopénka ¢&i docent Eduard
Fuchs.
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na vzorku 1154 7zak( ve véku 11-12 let a 1902 Z4k( ve véku 13—14 let. Z vyzkumu vyplynulo,
e Urover porozuméni téchto 7akd nekoneénu byla velice nizkd. Zaci méli vétdinou tendenci
myslenkové zUstavat pouze v kone¢nych mnozinach. Mala c¢ast zaka, ktera se od uvazovani
v kone¢nych mnoZinach oprostila, se dle autord pohybovala na drovni tzv. potencialniho
nekonecna.

Dalsi pohled na pojem nekonec¢no a jeho porozuméni pfinasi také Cihlar et al. (2015).
Ten se opirad o 4 pozice vnimani nekonecna?, kde k potencidlnimu (nekonecné je néco, co lze
porad rozsifovat) a aktualnimu (vnima nekonecno jako “uzavieny” nekonecny celek) vnimani
nekonecna priddva jesté navic pfirozené nekonec¢no (nekonecno vnimané jako néco, co saha
az po pomyslny horizont, ktery ale nepfesahne) a zejména pozici omega. V této pozici podle
néj zaci intuitivné pracuji s “nesprdvnymi nekonecné velkymi nebo malymi Cisly, body a jinymi
nekonecné velkymi nebo nekonecné malymi objekty” (Cihlar et al., 2015, s. 3). Tuto klasifikaci
chapani pojmu nekonecna a prechodl mezi pozicemi mizeme vidét na obrazku 1.

Obrazek 1: Pozice vnimani nekonecna, prelozeno (Cihlar et al., 2015 s. 28)

Pozice omega

Piirozené Potencialni
nekonecno nekone¢no

e
W

Aktualni
nekoneéno

Zaci, zejména ti nadani, maji tendenci se o pojem nekone&ne pfirozené zajimat, at uz
v kontextu matematiky, nebo jen myslenkové, typu, kdo fekne nejvétsi Cislo, které existuje.
Kdyz se vSak s nekone¢nem nebudou setkavat a nebudou moci o ném diskutovat v bezpecném
prostifedi Skoly pod dohledem ucitele, ktery tématu rozumi, mize snadno dojit k vytvoreni
miskoncepci. Mezi ¢asté miskoncepce o pojmu nekoneéno patfi tfeba Uvaha, Ze nekonecno je
vlastné redlné Cislo. Na opacném konci spektra stoji miskoncepce, Ze kdyz v redlném Zivoté se
s nekone¢nym poctem (napr. néjakych predméti) nesetkdme, neni tohoto pojmu zapotrebi
ani v matematice, tudiz jakési popirani existence nekonecna.

2 potencidlni i aktudlni chdpéani pojmu nekoneéno muiZeme ukdzat na pt¥ikladu piimky. O p¥imce
mulzZeme uvazovat napfiklad tak, jak to popisuje Euklidés ve svych Zakladech. Tedy jako o Usecce, kterou lze
libovolné prodluZovat. Tato predstava odpovida pravé potencidlnimu chapani pojmu nekonecno. V pfipadé, Zze o
pfimce uvazujeme jako o jakémsi,,dokonceném“ nekone¢ném celku, dostdvdme se do Urovné aktudlniho chapani
pojmu nekonecno.

Ptirozené nekonecno je pak v nasi analogii hodné dlouha Usecka, ktera svou délkou saha az za horizont.
V takovém pripadé miZe byt ze strany pozorovatele povaZovana za nekonecéné dlouhou. Pozice omega je velice
podobna aktualnimu chapani pojmu nekonecna, avsak pracuje pouze s intuitivnimi pojmy ¢i nekonecné
malymi/velkymi objekty, které neumi Gplné zdGvodnit ¢i definovat.
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Nadani

Neexistuje Zzadna univerzalni definice nadani, a rlizni autofi se tak ve svych definicich
liSi. Obecné ale mGzeme tvrdit, Ze vymezeni nadani se primdarné orientuje na zdkladé toho, zda
souvisi s potencialem ¢i vykonem jedince (Budinova, 2018).

Jednim z moZnych pfistupt je vymezeni nadani dle hodnoty 1Q, tzv. IQ definice, jak
uvadi napfiklad i Havigerova (2011) ve své publikaci Pét pohled( na naddni. Dle tohoto
vymezeni lze za nadaného povazovat zdka, jehoz 1Q dosahuje urcité hodnoty, typicky se uvadi
IQ 2 130. Pravdou ale je, Ze v posledni dobé se od tohoto vymezeni spiSe upousti.

Nadani totiz nelze pokazdé specifikovat pouze prostifednictvim obecné inteligence.
Individudlni pfistup dadva do popredi myslenku, Ze kazdy jedinec je odlisny. V né¢em vynika a
v nécem zas ne. Nadani Z4ci jsou v tomto ohledu stejni (Gardner, 2006).

Vymezeni nadani souvisejiciho s potencidlem Zdka muizeme nalézt napftiklad
u autorky Hribkové (2009), kterd uvadi, Ze nadani je ¢asto chapdno jako potencidl na strané
osobnosti k néjaké cinnosti podminujici mimoradny vykon. Problém ale vidi pfimo v uréeni
potencialu. Potencidl totiz ¢asto vyvozujeme pravé z vykonu, a ten mize byt ovlivnén fadou
faktord. PorteSova (2021) se ve svém clanku opird napftiklad i o myslenky Wittiho. Za nadaného
totiz povaZzuje jedince, ktery soustavné vykazuje vyznamné vykony v jakékoliv hodnotné
oblasti snazeni. Tyto myslenky se nezakladaji pouze na posuzovani jednoho faktoru, jakym je
treba 1Q. D3 se tak fict, Ze tyto myslenky byly pomérné revoluéni, jelikoz, jak jsme uz zminovali,
od takovych definic se v posledni dobé upousti.

Nadani jako “dispozici k projeveni nadpriimérnych vykond v jakékoliv hodnotné
oblasti lidského snazeni” (Havigerova et al. 2011, s. 5).

Jako posledni uvadime vymezeni Narodni asociace pro nadané déti (National
Association for Gifted Children, 2010): ,,Nadani jedinci jsou ti, kteri prokazuji vynikajici trovné
naddni (definovdno jako vyjimecnd schopnost uvaZovat a ucit se) nebo kompetence
(dokumentovany vykon nebo uspéch v top 10 % Zdki nebo méné) v jedné nebo vice doméndch.
Domény zahrnuji jakoukoli strukturovanou oblast Cinnosti s vlastnim systémem symboli (napr.
matematika, hudba, jazyk) a/nebo souborem senzomotorickych dovednosti (napf. malovani,
tanec, sport)”.
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Dnes uzZ vime, Ze nadany zak nemusi byt Uspésny v kazdém predmétu. To je
potfeba brat v Uvahu pfi jeho vzdélavani ve skolnim prostiedi. Je dllezité zaméfit se na
motivaci a podporu Zaka v oblasti, ve které vynikd Mudrak (2015) se ve své publikaci Nadané
déti a jejich rozvoj zminuje o hlavnich faktorech utvarejicich vyvoj nadaného zdka. Patfi sem
vysledky Zaka, pribéh ptipravy a uceni, socidlni kontext a také jiz uvedena motivace Zaka.
Kazdy Zak ma své individudlni vlastnosti, které ovliviiuji jeho chovani. Nadani Zaci nejsou
vyjimkou.

Vzdélavani nadanych zaka

Vzdélavani nadanych 73k je v Ceské republice legislativné zakotveno v zdkoné
€. 561/2004 Sb., o predskolnim, zakladnim, stfednim, vy$sim odborném a jiném vzdélavani
(ddle oznacovan jako Skolsky zdkon).

Vzdélavani téchto 74k je dale upresnéno ve Vyhlasce ministerstva Skolstvi, mladeze
a télovychovy €. 27/2016 Sb., o vzdélavani zaku se specidlnimi vzdélavacimi potfebami a zak(
nadanych v platném znéni. Pravé ve ¢tvrté &asti této vyhlasky podle MSMT CR (2021) je
definovan nadany Zak nasledovné: ,Za nadaného Zdka se pro ucely této vyhldsky povaZuje
predevsim Zadk, ktery pfi adekvdtni podpore vykazuje ve srovndni s vrstevniky vysokou uroven
v jedné ¢i vice oblastech rozumovych schopnosti, v pohybovych, manudlnich, uméleckych nebo
socidlnich dovednostech”.

Nalezneme zde i definici mimoradné nadaného zaka: , Za mimoradné nadaného Zdka
se pro ucely této vyhldasky povazZuje predevsim Zdk, jehoZ rozloZeni schopnosti dosahuje
mimorddné urovné pfi vysoké tvofivosti v celém okruhu ¢innosti nebo v jednotlivych oblastech
rozumovych schopnosti, v pohybovych, manudlnich, uméleckych nebo socidlnich
dovednostech”.

Paragraf 17 Skolského zdkona je vénovan vzdélavani nadanych Zaku
a studentd. V rdmci rozvoje nadanych zak( muze Skola poskytovat rozsifené vyucovani
nékterych predmét( a upravit organizaci vzdélavani. Na zakladé Zadosti zakonného
zastupce je také mozné preradit Zaka do vyssiho rocniku, a sice v pfipadé uspésného vykonani
zkousek z uciva daného ro¢niku a za podminky vyjadieni Skolského poradenského
zafizeni a lékare.

Kromé Skolského zakona a uvedené vyhlasky se ddle vzdélavanim zakd nadanych
a mimoradné nadanych zabyva také Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani, kde
ho vymezuje ¢ast D, kapitola 9 (RVP 2V, 2021, s. 9).
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PFistupy ve vzdélavani nadanych zaka

V rdmci vzdélavani nadanych zakl mohou byt uplatiiovany zejména dva pfristupy
oznacované jako urychlovani vzdélavani zakl (tzv. akcelerace) a obohacovani vzdélavani (tzv.
enrichment).

Akcelerace umoziuje Zakam vzdéldvat se rychleji, neZ je uvedeno ve standardnim
vzdélavacim planu, diky tomu, Ze je jim umoinéno vynechdvat ucivo, které jiz ovladaji
a zamérit se tak na dalsSi poznatky. U tohoto pfistupu nékdy dochazi k prefazeni zaka do
vySSiho rocniku, i kdyZz se to v soucasnosti nedoporucuje z hlediska vyvoje Zdka v socidlni
rovine.

Druhy pfistup, enrichment, je zaméren na rozSifovani a obohacovani vzdélavaciho
obsahu pro nadané Zaky o novd témata. V tomto pfistupu je Zakim umoznén rozvoj v oblasti,
kterou oni sami preferuji. Mohou byt vyuZity projektové prace, soutéze, seminare a jiné
aktivity (National Association for Gifted Children, 2010).

V ptipadé nadani v matematice je Zadouci zaradit takové aktivity, které by Zaka
motivovaly k rozvoji jeho schopnosti. Je vhodné vyuZit tzv. problémové ulohy nebo
experimenty, hlavolamy, ¢i paradoxy v matematice. Dalsi vhodny typ uloh pro nadané Zaky
predstavuji kaskadové Ulohy, u kterych se zvy$uje jejich naro¢nost (Skrabdnkovd et. al., 2013).

Pro udrZeni motivace a vyuZiti plného potencidlu nadanych Zakl je prospésné
zafazovat do vyucovani matematice ulohy, které obsahuji novost a vyzvu pro zaky. V takovych
Ulohach je totiz vyZzadovana vyssi uroven mysleni. Takovymi uUlohami mohou byt i udlohy
obsahujici pojem nekoneéna nejen v matematice, ale i mezioborové, napriklad v navaznosti
na fyziku a podobné. V tureckém vyzkumu (Ozdemir & Isiksal Bostan, 2021) vyuZili kromé
mezioborovych uloh i ulohy technologicky orientované ¢i matematické hadanky a vysledky
tohoto vyzkumu vzhledem k vykonu Zakd byly povzbudivé.

Cihelkova (2017) pak dale uvadi, Ze mezi zplsoby prace s nadanymi zaky mlizeme
toho doporuceni jsme vyuzili i my pti organizaci workshopu, kde jsme se se zaky vénovali
pojmu nekonecna.
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Metodologie

Jednalo se o smiSené Setrfeni, a ke sbéru dat zvolena kvalitativni forma. Sbér dat
probihal pomoci metod testovych uloh a polostrukturovanych rozhovoru, které probéhly
v ramci workshopu s nazvem “Nekone¢no v matematice”, ktery jsme zorganizovali pro Zaky
na pudé Cyrilometodéjského gymnazia a stfedni odborné Skoly pedagogické v Brné. V ramci
workshopu jsme se zaméf¥ili predevsim na to, aby byla ¢innost pro Zaky obohacujici a pfinosna.
Na zacatku workshopu jsme se snazili o navozeni bezpecného klimatu kratkym predstavenim
teorie mnozin a nekonecna, zejména z historického hlediska ¢i paradoxu.

Pisemnou cast tvorily motivacni dopisy zakl, které byly TEZKE
soucasti prihlasky na workshop, a také ulohy, které Zaci resili béhem
samotného workshopu. Ulohy v pisemné ¢&asti, které Zaci resili sTReon
samostatné, souvisely s pojmem nekonecno v matematice. Ke kazdé -
uloze byla navic pfimo na zaddani uvedena $kala, ve které méli zaci za
ukol subjektivné vyznalit narocnost dané ulohy. Tato Skala byla IT s |7

s

inspirovana projektem pani docentky Portesové (Vyzkumné ovéreny 3
inovativni model identifikace a rozvoje matematicky nadanych zak Obrézek 2: Skdla ndrocnosti

zakladnich skol VOIM), ktery byl dokoncen v roce 2022 (Obr. 2).

vyuZita ve vyzkumu
prevzata z projektu VOIM
(Masarykova univerzita,

V Ustni ¢3sti, kterd nasledovala po pisemné ¢asti, probéhly 2022)
polostrukturované rozhovory se zaky. Rozhovory probihaly ve tfech
skupinach, pficemz v kazdé skupiné se nachdzelo 5-6 zakd. V
rozhovorech jsme se jesté hloubéji zaméfili na prozkoumani drovné
porozuméni nekonecnu v matematice u zak(. Kvali snadnéjsimu zpracovani dat byl z téchto
rozhovor( se souhlasem vSech stran pofizen audiozdznam.

VSechna sesbirana data byla nasledné zpracovana. VyuZili jsme techniku obsahové
analyzy Zakovskych feseni, motivacnich dopist a rozhovora.

Vyzkumny cil
Cilem kvalitativniho Setfeni bylo analyzovat porozuméni nadanych Zaku nizsiho

stupné viceletého gymnazia pojmu nekonecna v matematice a predstav (prekonceptll) s nim
spojenymi.
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Vyzkumny vzorek

Vyzkumny vzorek tvofilo celkem 16 nadanych zaku (viz.
Obr. 1) Cyrilometodéjského gymnazia a stfedni odborné skoly
pedagogické, kterd sidli v Brné. Toto gymndzium poskytuje
vhodné podminky k u€eni a rozvoji pravé nadanym zakim, a tak
je tu najdeme ve vétSim poctu nez na béinych zakladnich

$kolach. V nasem nehomogennim vyzkumném vzorku byli Zaci3
ve véku 11-14 let: Obrazek 1: RozloZeni 7akii ve

jeden 7ak ve véku 14 let vzorku dle pohlavi

Sest zakl ve véku 13 let

pét zakd ve véku 12 let

Ctyfi Zaci ve véku 11 let

a celkové 10 zak( Sestého rocniku (primy), 4 Zaci
sedmého rocniku (sekundy) a 2 Zaci osmého rocniku (tercie)
(viz. Obr. 2). U&ast 74kl na Setfeni byla dobrovolnd a ze strany
Skoly podminéna sepsanim kratkého motivacniho dopisu, ve
kterém méli Zaci popsat sva ocekavani od Ucasti i svou motivaci
k této ucasti.

Tyto dopisy jsme také méli pfi analyze vysledk( Setfeni  Obrazek 2: Rozlozeni zakd ve vzorku
k dispozici. Samotny vybér 74kl jsme pak provedli i v souladu dle rocniku
s doporucenimi Skolni koordinatorky pro nadané zaky.

Ulohy z workshopu

V rdmci pisemné casti probihalo samostatné reSeni Uloh zaky, které bylo zaméreno
na matematicky pojem nekonecna. U kazdé ulohy byla poskytnuta moznost volby obtiznosti,
vyjadrena tfemi stupni: 1 — lehka, 2 — stfedni a 3 — tézka, ktera byla inspirovana vyzkumnym
projektem vedenym docentkou PorteSovou z let 2020-2022 (Vyzkumné ovéreny inovativni
model identifikace a rozvoje matematicky nadanych zak( zédkladnich Skol VOIM, 2022).

3 Pod pojmem Zaci uvazujeme dév&ata i chlapce.
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1. Uloha:

Honza z 9. A se pripravoval na pisemku z matematiky. Na internetu nasel nasledujici
tvrzeni, které ho moc zaujalo. Je tvrzeni spravné? Jestli ano, jak je to mozné? Jestli ne, kde
udélal autor chybu?

a=b

a’=ab

a’-b? = ab-b?

(a+b) (a-b) = b(a-b)

a+b=>b

b+b=b

2b=b

2=1

Cilem prvni ulohy bylo naleznout chybu v provedeni disledkové Upravy rovnice.
V postupu, kde se mezi ¢tvrtym a patym radkem déli levd i prava strana rovnice vyrazem (a—
b), je zjevné, Ze pro a = b je tento vyraz roven nule. Déleni nulou neni definovano, a proto tato
Uprava vedla k evidentné chybnému tvrzeni 2 = 1. Nekonecno v této algebraické uloze
muUZeme spatfit pravé v tomto kroku.

Béhem feSeni této ulohy se objevil problém u nékterych Zzakl, ktefi nebyli
obezndmeni s Upravami vyrazd. V duUsledku toho se ctyrikrat objevila odpovéd' ,nevim".
Vétsina zakul si byla védoma chyby, ale nebyla schopna ji identifikovat. Tti Zaci odhalili chybu,
zatimco jedna zakyné tvrdila, Ze postup je spravny a vyrok plati. Je relevantni dodat, ze 73k,
ktery ulohu sprdavné vyresil, predem informoval, Ze ulohu znal z matematického krouzku.
Z celkového poctu Sestnacti zakad méli prvni dlohu spravné vyreSenou tfi Zaci. Osm zaka
z hlediska obtiznosti urcilo prvni Ulohu jako tézkou, pét zakd jako stfedni a jeden zak jako
lehkou.

Tip: Prostfedky Zaka na zakladni Skole Ize ukazat, pro¢ neni mozné délit nulou. Jestlize
by pro nenulova Cisla a, x platilo a : 0 = x, pak by muselo platitx-0 = a, avSak platix-0 =
0, coz je spor. Pro zaky 6. ro¢niku by bylo mozné pouzit konkrétni pfirozena Cisla.
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2. Uloha
Na konci skolniho roku si tfi kamaradi koupili dort a rozhodli se rozdélit si ho na tfi

shodné casti. Kazdy tedy dostal jednu tfetinu dortu. Jeden z nich si najednou vSiml zajimavé
véci:

3:0,3=0,9

Kde zmizela 0, 1 dortu?

Druha uloha pojednava o déleni dortu na tretiny, pficemz pod zadanim ulohy je zapis
zlomku a ekvivalentni periodické &islo. Otazkou bylo, kam zmizela 0, 1 dortu, kdy? se na prvni
pohled zda, Ze po zpétném vynasobeni tohoto Cisla ¢islem 3 nedostaneme vysledek jedna cela.

Vétsina zakl odpovédéla spravné, Zze nikam, protoze se jednalo o periodicka cisla.
Jedna zdkyné na otazku, kam ta cast zmizela, odpovédéla nasledovné: "Je to v tom
periodickém. ProtoZe to miZe vypadat i takto 0,999999... a tak do nekonecna.”" Mlzeme tedy
vidét, Ze si zaci uvédomuji spojitost nekoneéna a periodického rozvoje Cisel s tim, Zze zddnou
¢ast dortu neztratime. Tti Zaci méli na ulohu Cisté prakticky realisticky pohled a odpovédéli
podobné jako nasledujici Zakyné: "KdyZ se dort krdjel, moZnd kousek dortu odpad! nebo se
odlomil." Dva Z4aci odpovédéli nespravné v tom smyslu, Ze se ten dort neda rozdélit. Jeden
z téchto zakl rekl: "Nikam. 3 nedéli 10, takZe to prosté nevyjde." Druhou uUlohu mélo z
celkového poctu spravné vyreSenou dvandact Zakd. Obtiznost druhé ulohy Zaci hodnotili
nasledovné: devét zakl oznacilo tuto ulohu jako stfedni, jeden jako tézkou a Sest zak( jako
lehkou.

Tip: Prostiedky zdka na zakladni $kole Ize zd(ivodnit rovnost 0,9 = 1. K zdGvodnéni
Ize vyuZit algoritmu pro prevod desetinného ¢isla na zlomek:
x=0,9
10x = 9,9
Z toho plyne 10x —x =9,9 — 0,9
9 =9x
x=1

3. Uloha

Jirka se rozhodl matematicky presné vybarvit plochu ctverce tak, ze napred vybarvi
celou jeho polovinu, pak polovinu zbyvajici ¢asti, pak opét polovinu zbyvajici ¢asti, a tak
dale. Povede se mu timhle zplisobem vybarvit cely ¢tverec? Svou odpovéd zdiivodni.

Tteti Uloha predstavuje piklad s¢itani nekoneéné fady v konkrétnim piipadé. Ukolem
bylo vybarvit polovinu plochy ctverce, pozdéji polovinu zbyvajici poloviny této plochy a tak
dale. Otazka byla velmi jednoducha: podafi se vybarvit timto zplsobem cely ¢tverec? Kazdy
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zak ve své odpovédi napsal, Ze to nejde, protoZe vybarvenim pouze poloviny dané plochy
zGstane vidy kousek nevybarveny, nebo Ze bude lJirka timto zplUsobem vybarvovat do
nekonecéna. VSechny tyto odpovédi zaznély, takze kazdy zak si uvédomoval, Ze to prakticky
neni mozné. Sedm zaku viak dale ve svém popisu uvedlo, Ze to je mozné za urcitych podminek,
napriklad: , Ano, protozZe Jirka urcité preskrtne” nebo , Pokud by byla ty¢ nekonecné tenkd, bylo
by to moZné”. Ostatnich pét Zakl z téchto sedmi vidélo praktickou moZnost vybarveni
v tloustce hrotu tuzky nebo zvyraziiovace. Jeden Zak napsal zajimavy pohled, ktery ukazuje, Ze
pravé nadani Zaci maji ¢asto neobvykly pohled na feseni. Napsal: ,,V pripadé, Ze by se priklad
mohl pocitat tak, Ze bychom vZdy nasklddali vybarvené cdsti, tak moZnd ano”. Treti Uloha byla

vvvvvv

stupnici obtiznosti Ctyti zaci oznacili Ulohu jako stfedni a dvandct jako lehkou.

Tip: Zakovi na zakladni $kole Ize sou¢et nekoneéné Fady % + % + g + -+ = 1 zdlvodnit
tfreba podobnym trikem, jaky pry kdysi vyuzZil Gauss jesté jako zacek. Ozname soucet % + % +
%+ .-+ pismenkem S. Pak plati: %+ i + é +--=8
1+o4++ =28
Obé rady ted mizeme od sebe odecist, ¢im dostaneme rovnost S = 1. Soucet této
nekonecné rady je tedy konecny. | nas ¢tverec bychom tak vybarvit mohli, avsak trvalo by nam
to nekonecné dlouhy cas.

1. Uloha

Mame dany 4 mnoziny A, B, C a D. Pokuste se je sefadit od mnoziny s nejvétsi
mohutnosti. (Tedy od té, kterd obsahuje nejvétsi pocet prvkl po tu, ktera ma nejmensi pocet
prvkd.)

A={1;3;5;04; 10} C={1;2;3;4,5 ..}=N

B=1{2;,4;6;8 10;..} D=(1,3)

Ctvrta uloha se zaméFovala na pochopeni mohutnosti mnoZin. Zakiim byly zadany
Ctyfi mnoziny a jejich Ukolem bylo tyto mnoziny seradit od té s nejvétsi mohutnosti po tu
s nejmensi mohutnosti. Jedna Zakyné a Zak uvedli spravné serazeni, i kdyz nevloZili Zadna
znaménka mezi dané oznaceni mnozin, co? jsme po nich ale v zadani nezadali. Zakyné je
napsala pod sebe a Zak vedle sebe, coz vSak zpochybnilo, zda povazovali mnoziny C a B za
stejné mohutné nebo nikoliv. Pro lepsi porozuméni jsme v zadani ulohy v zavorce vysvétlili, Zze
pod pojmem mohutnost rozumime pocet prvkd dané mnoziny. Tento pojem néktefri Zaci slyseli
pravdépodobné poprvé. Mnozina A obsahovala pét prvkd, druhd mnozina B obsahovala

4 Spravné sefazeni dle zadani by bylo: Nejmohutnéj$i mnoZinou je D, nasleduje B a C se stejnou
mohutnosti a nejméné mohutnou je mnoZina A.
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vSechna suda Cisla, tfeti mnoZina C zndzornovala obor pfirozenych Cisel a posledni mnoZina D
byla uzavienym intervalem od 1 do 3.

V této Uloze jsme se potykali se dvéma problémy. Prvnim byla nutnost vysvétlit pojem
mohutnost mnozZiny, coz jsme vsak predpokladali jiz pred zacatkem workshopu a vlozili
odpovidajici vysvétleni do zadani ulohy. Druhym problémem bylo porozuméni zapisu
intervalu. Vétsina Zak( tento pojem neznala, coz vedlo k mylnému predpokladu, Ze mnozina
D je pouze dvouprvkovd. Béhem feSeni jsme vysvétlili tuto problematiku, takze Zaci jiz
odpovidali s potfebnymi znalostmi. Je vSak duleZité poznamenat, Ze porozuméni nebylo
mozné ovérit, a tak se v odpovédich vyskytovaly pfipady, kde byla mnozina D stale uvddéna
jako mnozZina s nejmensi mohutnosti, nebot byla vnimana jako dvouprvkova. Pét Zzakd tak
uvadélo tuto mnozinu jako mnozZinu s nejmensi mohutnosti kvlli nepochopeni zapisu
intervalu.

Zajimavym detailem je, Ze i pfes jasné definované zadani, které Zadalo serazeni
mnozin podle poctu prvkd od nejpocetnéjsi mnoZiny po nejméné pocetnou mnozinu, néktefi
zaci mnoziny neseradili viibec, nebo je dokonce seradili opacné. Napriklad jeden Zak seradil
dvé mnoziny a poznamenal, Ze zbyvajici dvé maji podle néj stejny nekonecny pocet prvka, ale
uz je neporovnal s predchozimi dvéma mnoZzinami... Pét Zzaka uvedlo mnoZinu D jako mnoZinu
s nejmensi mohutnosti. Stalo se tak kvuli nepochopeni zapisu intervalu. Ostatni usporadali
mnoziny spravneé.

Jedna z Zzakyn uvedla: ,MnoZina C je vétsi neZ mnoZina B, protoZe pfirozenych Cisel
musi byt vice neZ sudych.” DalSich pét zak( povazovalo mnoziny D, C, B za stejné mohutné
a nekoneéné. Sest 74kl povaZovalo za stejné pouze mnoZiny B, C. Jedna zakyné na tuto Ulohu
odpovédéla nasledovné: ,V mnoZiné A je nejmensi pocet prvki. Ostatni mnoZiny maji stejny
pocet prvkdi, protoZe vsechna Cisla pokracuji do nekonecna. Kdyby Cisla pokracovala treba jen
do triceti, mnoZina B by méla nejvétsi pocet prvku, protoZe zahrnuje i desetinnd cisla. Takto
vsak vsechna Cisla pokracuji do nekonecna (nekone¢no=nekonecno).” V této odpovédi lze
vidét, jak Zakyné v rdmci svych znalosti o nekone¢nu a pohledu na porovnani nekonecna
pracuje s touto Ulohou a snazi se poukazat na jiné reSeni pfi pozménéném zadani ulohy.
Pfedstava, Ze mohutnosti nekoneénych mnoZin lze porovnavat a nejsou vSechny stejné
mohutné, byla pro Zaky nova. Na konci workshopu jsme jim ukazali i ptiklady porovnavani
takovychto mnozZzin a podle jejich reakci a odpovédi bylo jasné, Ze maji potize s predstavou,
7e nekone¢no jedné mnoZiny neni ,stejné” jako nekonecno jiné mnoziny. Ctvrtou Glohu
bezchybné vyresili dva Zaci. Z hlediska obtiznosti této posledni Ulohy jeden Zak oznacil ulohu
jako téZkou, Ctyfri Zaci jako lehkou a jedenact zak( jako stredni.
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4. Bonusova uloha

V prvni poloviné méfeného useku dlouhého 2 km jelo vozidlo priimérnou rychlosti 30
km/h. Jakou priimérnou rychlosti musi jet vozidlo ve druhé poloviné tohoto Useku, aby byla
celkova priimérna rychlost vozidla na celém tUseku 60 km/h?

Tato bonusova uloha byla dobrovolna, a presto se vSichni kromé jednoho Zzdka
pokusili vytvoFit minimalné nacrt nebo zapis. Tuto Ulohu &tyfi Zaci nedopoditali. Sest zak
odpovédélo, Ze auto by muselo jet primérnou rychlosti 90 km/h, coz je nespravna odpovéd.
Ctyfi 74ci z téchto Sesti uvedlo pouze vysledek, bez jakychkoli vypoét(, zapisd nebo poznamek.
Ostatni chybovali vtom, Ze vyslednou rychlost pocitali jako aritmeticky primér. Nebrali tak
v potaz zavislost drahy na Case. Jedina zakyné z 8. ro¢niku odpovédéla na tuto ulohu spravné
ato nasledovné: , Primérnd rychlost se pocitd jako drdha za ¢as. Prvni polovinu ujel za tficetinu
hodiny, co jsou vlastné dvé minuty. Pokud md jet Sedesdtkou a mad ujet dva kilometry, tak je
celkové musi ujet za tu tficetinu hodiny, takZe by druhou polovinu mél ujet za Zadny cas a to
nejde.” Na bonusovou tlohu odpovédélo spravné pét zakd. Ctyfi Zzaci oznadili tuto Glohu jako
tézkou, mezi nimi byla i Zakyné, ktera ji vyresila spravné. Pét zakd oznacilo ulohu jako lehkou
a jeden jako stfedni. Ostatni Zaci obtiznost nevyjadfili.

Tip: | tuto ulohu, za kterou lze hledat harmonicky primér, miZzeme zdlvodnit
prostfedky Zaka na zakladni Skole. VyuZijeme pouze rovnosti zndmé z fyziky, ktera ndm déava
do souvislosti rychlost (v), drahu (s) a as (t): t = %[h]. Vime, Ze na prvni poloviné Useku, kterd
méfi 1 km, dosahlo vozidlo priimérné rychlosti 30 km/h, tedy tuto vzdalenost projelo za 3—10h.

Dalsi znama informace pak je, Ze na celém uUseku, ktery je dlouhy 2 km, ma vozidlo dosahnout
pramérné rychlosti 60 km/h. To znamena, Ze musi cely Usek projet za :—Oh = %h. Tolik mu
ovsem zabralo projeti pouze prvni poloviny Useku. Druhou polovinu Useku by tedy muselo
vozidlo projet za nulovy Cas, a tedy dosahnout nekoneéné vysoké rychlosti. Ani jedno vSak neni
fyzikalné mozné.

Ustni cast

Ustni ¢ast probihala ve tfech skupinach, do kterych jsme zaky rozdélili ndhodné.
Probéhla formou nahravanych polostrukturovanych rozhovor( se ¢tyfmi otazkami, které byly
inspirované finskym vyzkumem Hannula et al. (2006). Kromé otazek jsme se inspirovali
i vvhodnocovanim odpovédi na né. Ke kazdé otazce jsme méli namyslena kritéria, na zakladé
kterych jsme usuzovali, zda se jednd o potencidlni chapani pojmu nekonecna, aktualni chapani
pojmu nekonecna, nebo zda se Zak pohybuje pouze na uUrovni price s koneénymi Cisly,
mnoZinami Ci objekty. Otazky a kritéria znély nésledovné:

1. Jaké nejvétsi Cislo existuje?

Mozné odpovédi a nase kritéria:

a) Neexistuje/nezapisujeme — aktualni nekone¢no

Svét nadani 1./ XIII Stranka | 30



Svét nadani Casopis o nadani a nadanych Cislo 1, ro¢nik XIII, 2024

b)  Nekoneéno (symbolicky zapis formou lezaté osmicky) — aktualni nekoneéno®
c)  “Nekoncici” ¢islo, napf. 999... — potencialni nekonecno

d)  “Velmivelké konecné” ¢islo (napf. milidn) — neni pojem o nekonecnu

e) Jind, nespravna odpovéd — neni pojem o nekonecnu

2.  Kolik ¢isel je mezi €isly 0,7 a 1,2?

Mozné odpovédi a nase kritéria:

a) Nekonecné mnoho — aktualni nekonec¢no

b) “Nekoncici” ¢islo 999... — potencidlni nekonecno

c) “Konecné” Cislo podle poctu desetinnych mist — neni pojem o nekonecnu
d) Jind nespravna odpovéd — neni pojem o nekonecnu

3.  Jaké je nejvétsi Cislo, které je ale stale mensinez 1? A o kolik se od 1 [isi?
Mozné odpovédi a nase kritéria:

a)  Takové Cislo neexistuje — aktualni nekonecno

b)  Takové ¢islo nedokazeme zapsat — potencialni nekonec¢no

7 vrs

c) Periodické ¢islo napf. 0,999... — potencialni nekonec¢no

”

d) “Konecné” Cislo, napf. 0,99 — neni pojem o nekonecnu

e) Jind, nespravnd odpovéd — neni pojem o nekonecnu

4, Na tabuli byly nac¢rtnuté dvé usecky, AB a CD, tak, Zze délka usecka AB byla mensi
nez délka usecky CD. Na né jsme se odkazovali s otazkou: “kterd usecka obsahuje vice bodi?”

Mozné odpovédi a nase kritéria:

a)  Obsahuje stejny pocet bodl — aktualni nekoneéno

b)  CD obsahuje vice bodl — potencialni nekone¢no
Ad 1. Jaké nejvétsi Cislo existuje?

Tri Zakyné v jedné skupiné hned v prvni chvili reagovaly. , Takové ¢islo neznam. Urcité
takové existuje, ale ja ho nezndm.” fikala jedna z nich. Jina zas reagovala slovy: , Trilion, to je
nejvétsi, jaké znam." Po otazce, zda se k takovému cislu neda pficist Cislo jedna a nenajde se
vetsi Cislo, reagovala souhlasem a pfisla i s ostatnimi Zzackami k vysledku, Ze nejvétsi Cislo je
nekonecéno zapsané formou lezaté osmicky. Dalsi Zacka reagovala: , Bude to nekonecné velké
Cislo, které nemd konec.” Je tedy vidét, ze nékteré Zzakyné nemély vyvinutou predstavu
o nekonecnu. Zbylé Zakyné a Zaci hned zacali pfichazet s odpovédi ,leZatd osmicka”, coz
kategorizujeme jako aktudlni pochopeni nekonecna. Dvé zakyné v jiné skupiné na prvni otazku
bezprostfedné reagovaly slovy: ,nekonecno”, nacei treti Zacka oponovala slovy: ,ale
nekonecno neni cCislo”. Po doplfujici otdzce, zda se takové Cislo dd zapsat, vétSina opét

5> Pouze v pfipadé, Ze 74k svij postoj objasni, aby bylo jasné, Ze leZatou osmi¢ku nepoklada za &islo, ale
rozumi vyznamu na aktualni drovni.
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reagovala slovy: ,leZatd osmicka”. Celkové odpovédi na tuto otdzku a ndsledna diskuze mezi
zaky naznacovaly, Ze jejich chdpani nekonecna se pohybuje na aktudlni drovni.

Ad 2. Kolik ¢isel je mezi ¢isly 0,7 a 1,2?

U druhé otazky byli opét Zaci na urovni aktudlniho nekonecna. Jedna Zacka svou
odpovéd na tuto otdzku shrnula v odpovédi: ,KdyZ to bude jako usecka, tak mezi témi Cisly
miuZe byt nekonecné velké mnoZstvi desetinnych Cisel, protoZe mezi kaZzdou mezerou, kdyzZ to
priblizZime, budou dalsi a dalsi ¢isla do nekonecna." Po dotazani se zjistilo, Ze jim to ukazovala
pani ucitelka na hodiné matematiky v programu GeoGebra. Pfesné v tomto pfipadé mlizeme
vidét, jak mlzZe pomoci i mensi zaclenéni této problematiky do vyuky k vytvoreni pfedstav
o nekonecnu v matematice. Jind Zacka zas na druhou otdzku reagovala uvahou: ,Nekonecno,
jsou tam ta raciondlni ¢isla i ta iraciondlni ¢isla”. Dalsi z nich ji komentovala slovy: ,Nekonecno,
protoZe mohu ta jednotliva Cisla zmensit”. Dale v argumentaci Zakyné pokracovaly tim, Ze
vintervalu se nachazi raciondlni i iraciondlni cisla, tedy i Cisla, kterd maji nekonecny
neperiodicky desetinny rozvoj. Stejné tak vnimaly i interval pomoci Usecky, kterda ma
nekone¢né mnoho bodu. Podle jejich vnimani je logické, Ze na Usecce o vétsi velikosti se
nachazi vice bodl. Nékteré odpovédi Ize klasifikovat jako potencidlni chapani, avsak vétsina
odpoveédi na tuto otdzku znaci aktudlni chapani nekonecna.

Ad 3. Jaké je nejvétsi Cislo, které je ale stale mensi nez 1? A o kolik se od 1 lisi?

Pti této otazce jedna Zakyné uvedla, Ze nejvétsi Cislo je minus nekonecno, avsak
po skupinové diskuzi pfistoupila na nazor ostatnich Zakyn, Ze je to nespravné a spravna
odpovéd je 0,9 periodickych, coz znazornuje pfevladani potenciondlniho chapani nekonecna.

V jiné skupiné Zacek vSak znéla bezprostfedni odpovéd na tuto otazku: ,Nula celd
devét periodickych, to je ale vlastné 1”. JelikoZz si tady Zakyné hned uvédomily, Zze 0,9
periodickych se vlastné rovna 1, zacaly vymyslet rizna jina dCisla, jako 0,98 periodickych,
0,989999 a tak dale s myslenkou , nekonecno devitek (mysleno za zdpisem 0,), potom by tam
byla osmicka, pak zase nekonecno devitek”. Na to zacala dalsi diskuse o tom, kam by Cislici 8
vlastné zaradily. Vétsina by ji zaradila jednoduse ,na konec”. Po zapisu takového cisla vSak
zakyné opét zjistily, Ze i kdyz takové Cislo zapiSou, vzdy najdu néjaké vétsi ¢islo (pomoci pridani
Cislice 9 pred Cislici 8 na o jeden Fad vyssi pozici). Stejné tak zakyné diskutovaly o tom, jaké
Cislo je nejmensi v intervalu (0;1). Obdobné se u Zak( objevovaly navrhy na ¢isla typu 0,00...1.
Pokazdé vsak dovedli najit Cislo, které je mensi nez zapsané ¢islo. Jejich nazory, odpovédi
a diskuze tak naznacovaly potencidlni chapani nekonecna. Zajimavym dodatkem je, Ze zadny
z 23k neodpovédél, ani se nepokusil odpovédét na druhou ¢ast otazky: O kolik se dané ¢islo
liSi od Cisla 1.
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Ad 4. Na tabuli byly nacrtnuté dvé usecky, AB a CD, tak, Ze délka usecka AB byla mensi nez
délka usecky CD. Na né jsme se odkazovali s otazkou: , Kterd usecka obsahuje vice bodii?*

Na poloZeni této otazky reagovala jedna z Zakyn nasledovné: ,To neni moZné urdit,
protoZe ty body nezabiraji Zadné misto.”, a nasledné se v diskusi shodla s ostatnimi zakynémi
na nazoru, ktery prezentovala jind Zacka: ,Na obou useckdch je stejné mnoZstvi bodu,
nekonecné.” Je zjevné, Ze tato otazka uZ byla u nékterych Zak( chapdna vice z pohledu
aktualniho nekonectna. Geometricka predstava, se kterou se setkali v hodinach matematiky,
méla vliv na jejich odpovédi a pohled, kterym na otazku nahlizeli.

| presto se vétsina zakl v jinych skupinach shodla na tom, Ze na delSi usecce CD musi
byt vice bodu, i presto, Ze bodl je na obou Useckdch nekone¢né mnoho. Tyto vysledky
korespondovaly s tim, co Zaci zmifovali uz pfi druhé otazce. V tomto pfipadé se zas pokusili
riznd nekonecna porovndvat. Prevladal u nich jiz zminény nazor, Ze jedno nekonecno (pocet
bod( na Useéce CD) musi preci byt vétsi nez to druhé (pocet bodl na usecce AB). Opirali se
predevsim o skutecnost, Ze Usecka CD je delSi nez usecka AB. Tomu vSak oponovala jedna
z Zacek slovy: ,,0bé jsou stejny, kdyZ jsou nekonecné ty body, ty jejich pocty”. Tato otdzka

vyvolala bohatou diskusi, v ramci které, jsme u vétsiny zakl identifikovali potencialni chapani
nekonecna.

Zjisténi

Z predchoziho Setfeni vyplynulo, Ze vétsina Zakd se s pojmem nekonecna jiz setkala.
Zaky nadchlo uvaZzovat nad danou problematikou v nekoneénych mnozinach. Tento koncept
tak povaZuji za zajimavy a dulezity. To se ostatné projevovalo po celou dobu workshopu, kdy
Zaci byli pozorni, pracovali s nadSenim a kladli zajimavé dotazy, které se vidy tykaly pojmu
nekonecna.

Odpovédi z pisemné i Ustni ¢asti naznacuji, Ze chapani pojmu nekonecno je u kazdého
zaka na pokrocilé urovni. U vétsiny zakl prevazovalo porozuméni nekonecnu na potencidlni
urovni, v mensiné se objevily i ndznaky porozuméni pojmu nekonecna na aktudlni drovni. Tato
zjisténi naznacuji, Ze by se opravdu dal identifikovat i néjaky mezistupen porozumeéni, jakym
je praveé pozice omega. To by ale vyZadovalo dalsi zkoumani.
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Zavér

Z Setfeni vyplynulo, Ze nadani Z4ci individudiné rozumi pojmu nekonec¢no na riznych
urovnich. O téma vsak jevi Zivy zajem, a je tak vhodné, aby se mu vénovala pozornost jiz na
zakladni skole — at uz v ramci obohaceni uciva, ¢i diferenciace vyuky. Pojem nekonecna lze
hledat v mnoha tématech matematiky na Urovni zakladni Skoly, jak v geometrii i v nékterych
algebraickych udlohach, tak i s pfesahem do jinych predmét(, napftiklad do fyziky. Zavedeni
tohoto pojmu a badani po ném uz na zakladni Skole pak napomaha vyhnout se miskoncepcim
pfi praci s nekonecnem, jako tfeba uvazovani o nekonecnu jako o redlném Cislu, ¢i naopak
presvédceni, Ze pojem nekonecna neni vibec potieba a podobné.

Vysledky tohoto Setfeni vSak nelze zobecriovat. Jednad se totiz o kvalitativni Setfeni,
které bylo provedeno na malém vzorku. Soucasné je kazdy (nadany) Zak individudlnim
jedincem.

| prfesto se vSak stanoveny cil specifického vyzkumu povedlo naplnit. Z analyzy
porozuméni a predstav nadanych zakl nizsiho stupné viceletého gymnazia o chapani pojmu
nekonecna v matematice vyplynulo, jak jiz bylo avizovano, Ze u vétSiny zakd z vyzkumného
vzorku prevazuje potencidlni chapdni nekonecna, pfipadné by dalSim Setfenim bylo mozné
identifikovat pozici omega.

Tyto vysledky tak mohou slouzit jako inspirace pro vsSechny, ktefi nadané Zaky
vzdélavaji v matematice. Jelikoz se zdanlivé pro zaky naroéné matematické téma na pochopeni
povedlo prednést ve vhodné podobé&, mohou byt vysledky i inspiraci pro obohaceni vyuky
matematiky na skolach.
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